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ABSTRACT 
In this study an assessment of the propagating wave type analytical solution of the dissipative 
(perturbed) modified Korteweg-de Vries (KdV) equation, which has been encountered in fluid 
mechanics and optics, is performed by a computational method. For this purpose, propagating wave 
solutions derived analytically by Demiray are used. For the numerical solution of the dissipative 
modified KdV equation, a scheme with 4th order Runge-Kutta method for time stepping and the 
Fourier spectral method for evaluating the spatial derivatives is used. As a conclusion of the 
comparisons it has been validated that analytical solution derived by Demiray is consistent with 
computational results. Additionally in the computational observations it has been observed that a 
dispersive tail is developed especially for long times which is not observed in analytical solutions due 
to the local wave seeking and square integrability condition. 
ÖZET 
Bu çalışmada akışkanlar mekaniği ve optikte karşılaşılan sönümlü-değiştirilmiş Korteweg-de Vries 
(KdV) denkleminin (dissipative modified KdV) ilerleyen dalga tipindeki çözümlerinin hesaplamalı bir 
yöntemle değerlendirilmesi yapılmıştır. Bu amaçla Demiray tarafından analitik olarak elde edilen 
ilerleyen dalga çözümleri kullanılmıştır. Sönümlü-değiştirilmiş KdV denkleminin hesaplamalı çözümü 
zaman basamaklamayı 4. derece Runge-Kutta, mekansal türevleri ise Fourier tayfı yöntemileriyle 
hesaplayan bir şemayla elde edilmiştir. Karşılaştırmaların neticesinde Demiray tarafından verilen 
analitik çözümlerin hesaplamalı çözümlerle tutarlı olduğu görülmüştür. Ayrıca analitik çözümde yerel 
çözüm arama ve kare-integrallenebilirlik şartı nedeniyle gözlenmeyen ancak hesaplamalı çözümde 
özellikle zaman ilerledikçe dağılımlı bir kuyruk (dispersive tail) oluştuğu gözlenmiştir.  
GİRİŞ 
KdV denklemi akışkan ve katı mekaniği gibi çeşitli mekanik dallarında, ayrıca akustik, optik, plazma 
fiziği vb. diğer bilim dallarında da zayıf eğrisellikli (nonlinear) dalga ilerleyişini modelleyen 
denklemler içinde en sık kullanılanlardan biridir. Bu denklem, ters yansıma dönüşümü (inverse 
scattering transform) vb. teknikler kullanılarak kesin olarak çözülebilir. KdV denkleminin çözümleri 
içinde en yaygın kullanılanı sech2 tipinde olan tekil dalga çözümleridir. Değişik eğrisellik, dağılım ve 
sönümlenme etkilerini modelleyebilmek için KdV denkleminin çok değişik çeşitleri önerilmiştir. 
Standart KdV denklemine sönümlenme etkilerinin eklenip eğrisellik etkilerinin değiştirildiği bir çeşit 
denklem de sönümlü-değiştirilmiş KdV denklemidir. Bu denklem sönümlenme etkisi altında zayıf 
eğrisellikli dalga ilerleyişini modeller. 
Bu çalışmada sönümlü-değiştirilmiş KdV denkleminin ilerleyen dalga biçimindeki analitik çözümleri 
hesaplamalı bir yöntemle değerlendirilmiştir ve geçerliliği gösterilmiştir. Bu amaçla Demiray [1] 
tarafından elde edilen analitik ilerleyen dalga çözümleri kullanılmış ve irdelenmiştir. Sönümlü-
değiştirilmiş KdV denkleminin hesaplamalı çözümü zamanda 4. derece Runge-Kutta, mekanda ise 
Fourier tayfı yöntemlerini kullanan bir şemayla elde edilmiştir. Karşılaştırma sonucunda Demiray 
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tarafından verilen analitik çözümlerin hesaplamalı çözümlerle uyuştuğu ve sönümlü-değiştirilmiş KdV 
denkleminin analitik çözümü olarak kullanılabileceği gösterilmiştir. Ayrıca analitik çözümde yerel 
çözüm arama ve kare-integrallenebilirlik şartı nedeniyle gözlenmeyen ancak hesaplamalı çözümde 
özellikle benzetim zamanı ilerledikçe dalga ilerleyişinin zıt yönünde dağılımlı bir kuyruk oluştuğu 
gözlenmiştir.  
ALAN DENKLEMLERİ ve FORMÜLASYON 
Sönümlü-Değiştirilmiş KdV Denklemi 
Sönümlü-değiştirilmiş KdV denklemi uygulamalı matematik ve fizikte çok sayıda değişik fiziksel 
olayın modellenmesinde kullanılmaktadır. Bu duruma zayıf eğrisellikli uzun su dalgalarının 
sönümlenerek ilerlemesi, elastik bir tüpün içindeki ağdalı akışın modellenmesi vb. gibi örnekler 
verilebilir [1]. Sönümlü-değiştirilmiş KdV denklemi 
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şeklinde yazılabilir. Burada 1 2 3, ,    sırasıyla eğrisellik, dağılım ve sönümlenme katsayılarıdır. Eğer 
sönümlenme etkilerinin gözardı edilebileceği düşünülürse 3 0   olarak seçilip değiştirilmiş 
(modified) KdV denklemi 
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şeklinde elde edilir. Bu denklemin çözümlerinden biri  
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Burada 
0a  sabit olup dalga genliğini göstermektedir. Bu çözüm formunu göz önünde bulundurarak 
(1)’deki sönümlü-değiştirilmiş KdV denkleminin aşağıdaki şekilde çözümünü arayacağız. Bu yöntem 
Demiray tarafından ortaya atılmış olup sönümlü-değiştirilmiş KdV uygulanması [1]’de görülebilir. 
Sönümlü-değiştirilmiş KdV denkleminin ilerleyen çözümü için ( ), ( ), ( ), ( )a V       bilinmeyen 
fonksiyonları göstermek üzere 
( , ) ( ) ( ),U a V     ( )[ ( )],             (4) 
türünden bir çözüm arayalım [1]. Bu ifadeler (1)’de yerine koyularak 
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denklem seti elde edilir. (3)’teki çözümü göz önünde bulundurarak (5) için  
         ( ) sec .V h          (7) 
şeklinde bir çözüm ararsak ve  sech   nin değişik kuvvetlerini sıfıra eşitlersek [1] 
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ifadeleri elde edilir. Denklem (6)’yı V ile çarpıp integralini alarak 
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dir. Yerel ilerleyen dalgaların ele alınması durumunda V kare integrallenebilir olup sınırlıdır. 
Dolayısıyla 
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olup (1) deki sönümlü-değiştirilmiş KdV denkleminin çözümü 
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olarak özetlenebilir [1]. 
Benzetim için Kullanılan Hesaplamalı Şema 
Sönümlü-değiştirilmiş KdV denkleminin hesaplamalı benzetimi için tayf yöntemi kullanılmıştır. Tayf 
yöntemlerinin detaylı incelemesi ve örnek uygulamaları [2, 4, 5, 6, 7, 8] gibi kaynaklarda görülebilir. 
Denklem (1) aşağıdaki şekilde tekrar yazılır. 
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İlerleyen dalga formunu incelemek için 3  sönümlenme katsayısının diğer katsayılara nazaran küçük 
olması gerekmektedir. Bu katsayılar 1 2 34, 1, 0.01       olarak seçilmiştir. Bu denklemdeki 
mekansal türevler Fourier dönüşümü kullanılarak   
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şeklinde hesaplanabilir. Burada F ve F-1 Fourier ve ters Fourier dönüşümlerini göstermektedir. Zaman 
basamaklama algoritması olarak 4. derece Runge-Kutta algoritması kullanılmıştır [2, 4, 5]. Bu amaçla 
(15) nolu denklemin sağ tarafı f ile gösterilerek 
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şeklinde yazılabilir. tΔ  zaman aralığını göstermek üzere bir sonraki basamaktaki değerler 
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1n n t  τ τ Δ       (19) 
ifadeleriyle elde edilir. Burada s değerleri zaman basamağındaki dört adet zaman türevini gösteren 
fonksiyonlar olup 
1 ( , )n ns f U τ        (20) 
2 1( / 2, * / 2)n ns f t U t s  τ Δ Δ     (21) 
3 2( / 2, * / 2)n ns f t U t s  τ Δ Δ     (22) 
4 3( , * )n ns f t U t s  τ Δ Δ      (23) 
ifadeleriyle hesaplanır. Bu şemayla ilk şartlardan başlayarak ilerleyen zamanlar için dalga profili 
bulunabilir. 3. derece türevden gelen  1 3F ik F U     ibaresi kısa dalgalar için k çok büyük 
olacağından şemanın denge koşulunu belirleyen en kritik bileşendir. Denge problemi oluşmaması için 
32*10t sΔ  olarak seçilmiştir. [6]’da üstel bir fonksiyonla kullanılarak bu şartı rahatlatabilecek bir 
yöntem KdV denklemi için sunulmuş olup, istenirse sönümlü-değiştirilmiş KdV denklemine de 
uygulanabilir. 
SAYISAL SONUÇLAR 
            
Şekil 1. τ = 5.0s için analitik ve hesaplamalı çözümlerin kıyaslanması, N=1024. 
Bu çalışmada kullanılan analitik ve hesaplamalı çözümlerin kıyaslaması için gereken program 
MATLAB programlama dilinde yazılarak çift 1.8 GHz çekirdekli, 1GB RAM li Dell Vostro 1700 
model bir bilgisayarda çalıştırılmıştır. N=1024 Fourier tayfı bileşeni kullanılarak elde edilen 
hesaplamalı çözüm ile analitik çözümün karşılaştırılması τ = 5.0s için Şekil 1’de görülebilir.  
(13-14)’te verilen analitik çözümden beklendiği üzere dalga formu sönümlenerek ilerlemektedir ancak 
sönümlenme katsayısı 3  küçük seçildiğinden sönümlenme etkileri baskın değildir. Şekil 1’den 
anlaşılacağı üzere Demiray tarafından ortaya konulan ve (13-14)’te verilen analitik çözüm hesaplamalı 
çözümle büyük benzerlik göstermektedir. Aradaki küçük fark ise hesaplamalı çözümdeki çok küçük 
kesme ve yuvarlama paylarıyla analitik çözümün çıkarılışındaki kare-integrallenebilirlik şartından 
kaynaklanmakadır. Ancak Demiray [1] tarafından ortaya konulan bu çözüm, sönümlü değiştirilmiş 
KdV denkleminin geçerli çözümlerinden biridir. 
Benzer kıyaslama τ = 30.0s için Şekil 2’de görülebilir. Şekil 1’deki çözümle kıyaslandığında 
genlikteki azalma sönümlenme bileşeninin etkisi olarak fark edilebilir. (13-14)’te verilen analitik 
çözümün τ = 30.0s için de hesaplamalı çözümle büyük tutarlılık gösterdiği görülebilir. Ancak analitik 
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çözümün hesaplamalı çözümden daha hızlı sönümlendiği ve aynı zamanda hesaplamalı çözümde sağa 
doğru ilerleyen dalga profilinin sol tarafında dağılımlı bir kuyruk oluştuğu görülebilir. Bunun nedeni 
 
Şekil 2. τ = 30.0s için analitik ve hesaplamalı çözümlerin kıyaslanması, N=1024. 
 
analitik çözümün çıkarılışında kabul edilen ve  (7) ve (9-10) denklemleriyle verilen tekil ve yerel dalga 
biçiminde çözüm arama koşullardır. 
 
Şekil 3. τ = 0.0s-30.0s aralığı için analitik ve hesaplamalı çözümlerin kıyaslanması, N=1024. 
τ = 0.0 ile 30.0s arasındaki 7 eşit zaman aralığındaki analitik ve hesaplamalı çözümün karşılaştırılması 
Şekil 3’te görülebilir. Şekilden de fark edileceği üzere, bu zaman değerleri için çözümler büyük 
tutarlılık göstermektedir. Dolayısıyla [1]’de verilen analitik çözüm sönümlü-değiştirilmiş KdV 
denkleminin analitik çözümlerinden biri olarak kullanılabilir. Ayrıca dağılımlı kuyruk oluşumunun 
aşama aşama geliştiği fark edilebilir. 
Zaman ilerledikçe analitik ve hesaplamalı çözüm arasındaki farkın nasıl değiştiğini göstermek adına 
τ = 90.0s anındaki karşılaştırma Şekil 4’te sunulmuştur. Daha küçük zaman değerleriyle 
kıyaslandığında beklendiği üzere sönümlenmenin arttığı görülebilir. İlave olarak dağılımlı kuyruğun 
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büyüdüğü ancak hala yerel ilerleyen dalga formunun korunduğu [ 200,200]    tanım aralığı 
düşünüldüğünde görülebilir. 
 
 
Şekil 4. τ = 90.0s için analitik ve hesaplamalı çözümlerin kıyaslanması, N=1024. 
SONUÇLAR 
Bu çalışmada sönümlü-değiştirilmiş Korteweg-de Vries denkleminin ilerleyen dalga biçimindeki 
analitik çözümleri hesaplamalı bir yöntemle değerlendirilmiştir. Bu amaçla Demiray tarafından 
analitik olarak elde edilen ilerleyen dalga çözümleri kullanılmıştır. Sönümlü-değiştirilmiş KdV 
denkleminin hesaplamalı çözümü için zamanda 4. derece Runge-Kutta, mekanda ise Fourier tayfı 
yöntemilerini kullanan hesaplamalı bir şema programlanmış ve hesaplamalı sonuçlar elde edilmiştir. 
Karşılaştırma sonucunda Demiray tarafından verilen analitik çözümlerin hesaplamalı çözümlerle 
tutarlı olduğu ve sönümlü-değiştirilmiş KdV denkleminin analitik çözümü olarak kullanılabileceği 
gösterilmiştir. Ayrıca analitik çözümde yerel çözüm arama ve kare-integrallenebilirlik şartı nedeniyle 
gözlenmeyen ancak hesaplamalı çözümde özellikle zaman ilerledikçe dalga ilerleyişinin zıt yönünde 
dağılımlı bir kuyruk oluştuğu gözlenmiştir.  
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